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Competente

Competente generale

« identificarea datelor care intervin intr-o problema si aplicarea
algoritmilor fundamentali de prelucrare a acestora

Competente specifice

« transpunerea unei probleme din limbaj natural in limbaj de grafuri,
folosind corect terminologia specifica

« analizarea unei probleme in scopul identificarii datelor necesare si
alegerea modalitafilor adecvate de structurare a datelor care intervin
intr-o problema

« descrierea unor algoritmi simpli de verificare a unor proprietafi
specifice grafurilor

« descrierea algoritmilor fundamentali de prelucrare a grafurilor si
Implementarea acestora intr-un limbaj de programare
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|. Notiunea de graf

|. Notiunea de graf

1. Terminologie

Definitie:

Se numeste graf (G) o pereche ordonata de multimi (X,U), unde X este o multime finita si
nevida, iar U o multime de perechi formate cu elemente distincte din multimea X (familie
de submultimi cu doua elemente din multimea X).

Elementele multimii X se numesc noduri sau varfuri. Multiimea X se numeste
multimea nodurilor sau multimea varfurilor grafului G.

Multimea X este de forma:
X={xX1, Xy, X3, «..p X}
unde x; reprezinta nodul/varful i al grafului G care are n noduri.

Elementele multimii U sunt perechi de noduri/varfuri, adica submulimi cu doua elemente
distincte din multimea X si se noteaza cu u,. Multimea U se numeste multimea muchiilor sau

multimea arcelor grafului G.

Multimea U este de forma:
U={u;, Uy, Uz, ..., Uy}
unde u; este definit de perechea de forma {x;, x;} cuU x; $i x5 EX §i x;#x;.

Ordinul grafului (notat cu n) reprezinta numarul de noduri/varfuri ale grafului:

n=cardinalul multimii X(G).
: 6
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Notiunea de graf

Un graf poate fi reprezentat sub forma unei figuri geometrice alcatuite din:
* puncte (care corespund nodurilor sau vérfurilor) si
« din linii drepte sau curbe care unesc aceste puncte (care corespund muchiilor sau

arcelor).
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Notiunea de graf
2. Clasificarea grafurilor

Criteriul de clasificare folosit este proprietatea de simetrie a multimii U.

Multimea U are proprietatea de simetrie: pentru orice pereche de noduri /varfuri {x, vy},
daca {x, y} €U, atunci si {y, x}€U.

in functie de proprietatea de simetrie, grafurile se clasifica in:

« grafuri neorientate. Un graf G=(X,U) este graf neorientat daca mulfimea U are
proprietatea de simetrie. Multimea U este formata din perechi neordonate [x, y].

- grafuri orientate. Un graf G=(X,U) este un graf orientat daca multimea U nu are
proprietatea de simetrie. Mulfimea U este formata din perechi ordonate (x, vy).
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Il. Grafuri neorientate

Il.Grafuri neorinetate

1. Terminologie

Definitie
Se numeste graf neorientat, notat G=(X,U), o pereche ordonata de multimi (X,U), unde:

- X este o multime finita si nevida de elemente, numita multimea noduri,
- U este o mulfime de perechi neordonate din mulfimea X, numita multimea muchiilor.

* numim noduri adiacente orice pereche de noduri care formeaza o muchie [x, y]1€U;

* nodurile vecine unui nod x sunt toate nodurile y care sunt adiacente cu el;

* se numeste nod extrem al unei muchii oricare dintre cele doua noduri care se gasesc la
capatul muchiei;

* se numesc muchii incidente doua muchii u; i u;care au o extremitate comuna;

* muchia [x;, x;] este aceeagi cu muchia [x;,x;];

nodul x; al grafului G

muchia u,=[x;, x;] sau u,=[x4, x;] agrafului G

nodul x; al grafului G
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Grafuri neorientate

Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n=7 numarul de noduri (ordinul grafului G)

m=5 - numarul de muchii

X={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} -multimea nodurilor
U={uy,u,,us,u,,u,sr={[11,21,12,3],01,31,1[3,4]1,1[5,6]} -mullimea muchiilor

Us
Uz

- nodul 1 este adiacent cu nodurile 2 si 3;

- vecinii nodului 1 sunt nodurile 2 si 3;
- extremitatile muchiei u; sunt nodurile 1 si 2;

- muchia u, este incidenta cu muchiile u, si
us;

10
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Grafuri neorientate
Teorema

intr-un graf G=(X,U) cu n noduri , numarul total de grafuri neorientate care se pot forma cu
aceste noduri este g:

g=2%
sau n(n-1.

g=2 *

Exemplu
Fie graful G= (X, U).
n=3 - numarul de noduri

Numarul total de grafuri neorientate care se pot forma cu 3 noduri este:

n-(n-1) 3(3)

g:20§:2%2:23:8 sau g=2 2 =2 2 =2°=8

1 2 3 4 5 6 7 8

LN AN NV

11
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Grafuri neorientate

2. Gradul unui nod

Definitie:

Gradul unui nod x al grafului G este egal cu numarul muchiilor incidente cu nodul x si se
noteaza d (x) .

* se numesgte nod terminal un nod care are gradul egal cu 1, d(x)=1 (este incident cu o
singura muchie);

* se numeste nod izolat un nod care are gradul egal cu 0, d(x)=0 (nu este adiacent cu
niciun alt nod al grafului);

Exemplu:

Fie graful G= (X, U) .

n=7 - numarul de noduri
m=5 - numarul de muchii

N

[}
Q o 0 o O O
o UL W N

I
PR RwNDN

&O d(7)=0

noduri terminale: 4, 5 si 6
nod izolat: 7

4 .,4..\- 12
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Grafuri neorientate

Teorema

intr-un graf G=(X,U) cu n noduri si m muchii, suma gradelor tuturor nodurilor grafului este
egala cu dublul numarului de muchii:

>d(x)=2:m

Exemplu

Fie graful G=(X,U).

n=7 - numarul de noduri
m=5 - numarul de muchii

d(1)=2
. 1 07 d(2)=2
2 6 d(3)=3
) i by d(4)=1
3 5 d(5)=1
&O d(6)=1
/ d(7)=0

d(1)+d (2)+d (3)+d (4) +d (5) +d (6)+d (7)=2-5=10

suma gradelor = 10

13
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Grafuri neorientate
3. Notiunile de lant si ciclu

Definitie

Se numeste lant intr-un graf G, o succesiune de noduri care au proprietatea ca, oricare ar
fi doua noduri seccesive, ele sunt adiacente.

* lungimea lanfului reprezinta numarul de muchii din care este format lantul;
 extremitatile unui lant sunt formate din nodul cu care incepe lantul si nodul cu care se
termina lantul;

* se numeste lanf elementar un lant care contine numai noduri distincte doua cate doua;

* se numeste lanf neelementar un lant care contine noduri care se repeta;

* se numeste lant simplu un lant care contine numai muchii distincte doua cate doua;
* se numeste lant compus un lant care contine muchii care se repets3;

Exemplu 2 6
Fie graful G= (X, U). u, Us
n=7 - numarul de noduri 5
m=5 - numarul de muchii

5,6) —lant elementar, de lungime 1, cu extremitatile 5 si 6 4
,2,3) —lant elementar de lungime 2, cu extremitatile 1 si 3
, 3,4) —lant elementar, de lungime 3, cu extremitatile 1 si 4

2
L,=(1,3,4,3,2) —lantneelementar, de lungime 4, cu extremitatile 1 si 2
I (] I
. ; ’ . . 14
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Grafuri neorientate
Definitie
Se numeste ciclu intr-un graf G, un lant care are toate muchiile distincte doua cate doua si
extremitatile coincid.

* lungimea ciclului reprezinta numarul de muchii din care este format ciclul;

» se numeste ciclu elementar un ciclu care contine numai noduri distincte doua cate doua,
cu exceptia extremitatilor ciclului;

* sSe numeste ciclu neelementar un ciclu care confine noduri care se repeta, cu exceptia
extremitatilor ciclului;

Exemplu:

] 7
Fie graful G= (X, U) . u, 1 O
n=7 - numarul de noduri g w/°
m=5 - numarul de muchii u: =

5
3 *O
4
C=(1,2,3,1) —cicluelementar de lungime 3

=4 15
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Grafuri neorientate
4. Reprezentarea grafurilor neorientate

Printre modurile de reprezentare a unui graf se numara:
* matricea de adiacenta;

* lista de adiacent3;

* lista muchiilor;

* matricea costurilor.

16
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Grafuri neorientate

a. Reprezentare prin matricea de adiacenfa:

Matricea de adiacenta a unui graf cu n noduri este o matrice patratica binara de ordinul n,
ale carei elemete a; ; sunt definite astfel:

{1, daca exista muchie de la nodul i la nodul
a, .
')

0, daca nu exista muchie de la nodul i la nodul

Proprietatile matricei de adiacenta:
 elementele de pe diagonala principala au valoarea 0O;
» matricea de adiacena este simetrica fata de diagonala principala.

Informatii obtinute din matricea de adiacenta:
* suma elementelor matircei de adiacenta este egal cu dublul numarului de muchii (2 - m);

« gradul unui nod i este egal cu suma elementelor de pe linia i a matricei (sau cu suma
elementelor de pe coloana i);

 nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j, (7=1,n) pentru care elementele din linia i
sunt egale cu 1;

* numarul de vecini ai nodului i este egal cu gradul nodului i;

 muchia (i, 7J) a grafului reprezinta un element al matricei de adiacenta care indeplineste
conditia: a[i][J]=1 saua[j] [i]=1.
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Grafuri neorientate

Exemplu

Fie graful G= (X, U).
n=7 - numarul de noduri 2 6
m=5 - numarul de muchii u) s

Matricea de adiacenta asociata grafului dat este:

IN
O O] O O | P Ol
O O] O O I O N
Ol O Oof P O P FPlw
Ol O] O O | o O~
Ol B O O] O] O O|lwu
Ol O B O] O] O O|lo
O] O O] o o o O

- 18
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Grafuri neorientate
b. Reprezentare prin lista de adiacenta

Lista de adiacenta este formata din listele I, (i=1,n) care contin toti vecinii unui nod x;
la care se poate ajunge direct din x;.

- lista L; a vecinilor unui nod x; al unui graf este formata din nodurile x; adiacente nodului

Xs)
:
Exemplu U 1 O
Fie graful G= (X, U). 2 “ 6
n=7 - numarul de noduri b2 o
m=5 - numarul de muchii ; . ’
Lista de adiacenta asociata grafului dat este: 4
Nod | Lista de adiacenta

1 2, 3

2 1, 3

3 1, 2, 4

4 3

5 6

6 5

7 —
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Grafuri neorientate

c. Reprezentare prin lista muchiilor
Lista muchiilor este formata din m elemente care contin, fiecare, cate o pereche de doua
noduri, x; si x;, care formeaza o muchie, adica pentru care [x;, x;] €U.

Implementarea listelor muchiilor se face folosind una dintre urmatoarele structuri de date:
* matricea muchiilor;
« vectorul muchiilor.

Matricea muchiilor este o matrice cu m linii si 2 coloane, in care fiecare linie corespunde unei

muchii.

;
Exemplu , - ! O ;
Fie graful G= (X, U). ) { us
n=7 - numarul de noduri 2 :

m=5 - numarul de muchii 3 \uo

4

Matricea muchiilor asociata grafului dat este:

w
o] w| | N e
o] | Wl w| N

20
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Grafuri neorientate

Vectorul muchiilor este o structura (inregistrare) cu doua campuri X si y ce contin etichetele

nodurilor care se gasesc la extremitatile muchiei.

struct muchie

{

int x,z;

tul<m>];
,
u, . O
Exemplu 2
Fie graful G= (X, U) . o G, -
n=7 - numarul de noduri 5
m=5 - numarul de muchii ’ §
\04
Vectorul muchiilor asociat grafului dat este:
u; u, Us Uy Us
<1112 11]3]5
vyl 213]131]14]6

Colegiul National “Petru Rares” Suceava
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Grafuri neorientate
d. Reprezentare prin matricea costurilor

Matricea costurilor unui graf cu n noduri este o matrice patratica de ordinul n, ale carei
elemente a; ; sunt definite astfel:

c, dacg exista o muchie cu cost c¢c>0 intre nodurile i si j, cu i# ]
a,; =10, dacd i=]
+o0, daca nu exista muchie intre nodurile i si j, cu i# ]

Exista doua forme de reprezentare a matricei costurilor:
« matricea costurilor minime — pentru a determina valoarea minima a functiei de cost (+);

» matricea costurilor maxime — pentru a determina valoarea maxima a functiei de cost (-=);

Exemplu o0t O 1 2 3 4 5 6 7
Fie graful G= (X, U). Q 20 SR BN BTN B I I I e
n=7 - numarul de noduri v - ’
o .. 5 5 5 0 3 | oo | oo | oo [ oo
m=5 - numarul de muchii s O .,
si costurile: 5 S R R
u1=5, UZ:B, U3=4, U.4=6, U5=2 4 4 +oo +oo 6 0 +oo +oo +oo
5 oo | oo | 4o [ oo 0 2 +o0
Matricea costurilor minime asociata grafului dat este: N i R e I I o
o Il B Aol B ol el B B 0

22
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Grafuri neorientate
5. Graf ponderat

Definitie
Se numeste graf ponderat un graf in cadrul caruia fiecarei muchii ii este asociata o valoare.

Un graf ponderat poarta denumirea si de graf valoric sau graf cu costuri.

Valoarea asociata muchiei are semnificatia de “cost” al legaturii intre cele doua noduri, sau
de “distanta” intre cele doua varfuri.

Un graf ponderat poate fi reprezentat utilizand matricea costurilor.

Exemplu

Fie graful G=(X,U).

n=7 - numarul de noduri
m=5 - numarul de muchii

si costurile:
U.]_:5, U.223, U.3:4, U4=6, U.5:2

Graf ponderat:

> 23
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Grafuri neorientate
6. Graf partial

Definitie

Fie graful G=(X,U) si multimea VcU. Graful G,=(X,V) se numeste graf parial al grafului G.
Un graf partial al grafului G este chiar graful G sau se obtine din G pastrand toate nodurile si
eliminand niste muchii.

Teorema
Numarul de grafuri partiale ale unui graf cu m muchii este egal cu 2.

Exemplu o

Fie graful G=(x, U). S O— . ;
n=7 - numarul de noduri A A, o
m=5 - numarul de muchii 5

3 &O
4

Prin eliminarea muchiilor (1,2) si (3,4) se obtine graful partial:
G,= (X, V)

07
n=7 - numarul de noduri , ! ]
m=3 - numarul de muchii :3 (. us
5
3

n Q

- ; ; . 24
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Grafuri neorientate
7. Subqgraf

Definitie
Fie graful G=(X,U). Graful G,=(Y,V) se numeste subgraf al grafului G daca YcX si muchiile
din mulfimea V sunt toate muchiile din multimea U care au ambele extremitati in mul{imea Y.

Un subgraf al grafului G este chiar graful G sau se obtine din G eliminand niste noduri si
pastrand doar acele muchii care au ambele extremitati in mul{imea nodurilor ramase.

Teorema
Numarul de subgrafuri ale unui graf cu n noduri este egal cu 2"-1.

Exemplu

7
. U, 1 O
Fie graful G= (X, U). 5 c
n=7 - numarul de noduri ) i -
m=5 - numarul de muchii 5
3 &O
4

Prin eliminarea nodurilor 3 si 7 se obtine subgraful:
GS: (Y, V) . Ou/101
n=5 - numarul de noduri ’ °

Us
m=2 - numarul de muchii

Colegiul National “Petru Rares” Suceava
m
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Grafuri neorientate

8. Tipuri speciale de grafuri

« graf complet;

« graf hamiltonian;
» graf eulerian;

« graf bipartit;

1
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Grafuri neorientate
a. Graf complet
Definitie
Un graf cu n noduri pentru care oricare doua noduri sunt adiacente se numeste graf complet
CU n noduri $i se noteaza k..

Se poate construi un singur graf neorientat complet, cu n noduri, deoarece intre oricare
doua noduri, x i y exista o singura muchie [x, y].

Teorema
Numarul m de muchii ale unui graf neorientat complet cu n noduri este:
n-1
m=n-—=
sau 2
m=C?
Exemplu
Fie graful G=(X,U). Graful complet k.:
n=5 - numarul de noduri 1

m=5-4/2=10 - numarul de muchii

1 ° *

“

: ; ; " . 27
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Grafuri neorientate

b. Graf hamiltonian

Definitie
Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate nodurile grafului se numeste ciclu
hamiltonian.

Definitie
Un graf G care contine un ciclu hamiltonian se numeste graf hamiltonian.

Un graf hamiltonian este un graf in care pornind de la un nod oarecare se pot parcurge o
singura data toate nodurile grafului, revenind la nodul initial.

Teorema
Daca G este un graf cu n>3 noduri, astfel incat gradul oricarui nod x verifica inegalitatea:

d(x)>", rezults ca G este hamiltonian.
2

Aceasta teorema este o conditie suficienta, dar nu si necesara ca un graf sa fie hamiltonian.

Exemplu .

Fie graful G=(X,U). Graf hamiltonian:
n=6 - numarul de noduri 2 4
m=8 - numarul de muchii

I [l I 5 6
s 2 2 “ ” 28
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Grafuri neorientate
c. Graf eulerian

Definitie

Un ciclu al unui graf G care contine toate muchiile grafului se numeste ciclu eulerian.
Definitie

Un graf G care contine un ciclu eulerian se numeste graf eulerian.

Un graf eulerian este un graf in care pornind de la un nod oarecare se pot parcurge o
singura data toate muchiile grafului, revenind la nodul initial.

Teorema

Un graf fara noduri izolate este eulerian, daca si numai daca exista un lant intre oricare
doua noduri, gi gradele tuturor nodurilor sunt numere pare.

Aceasta teorema este o conditie necesara si suficienta ca un graf sa fie eulerian.

1 5
Exemplu
Fie graful G=(X,U). Graf eulerian:
n=7 - numarul de noduri 2 6
m=8 - numarul de muchii 4

3 7

29
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Grafuri neorientate
d. Graf bipartit

Definitie
Graful G=(X,U) se numeste graf bipartit daca exista doua multimi nevide de noduri A si B

care au urmatoarele proprietati:

- AUB=X

- ANB=

- orice muchie din multimea U are o extremitate in mul{imea de noduri A si cealalta
extremitate in multimea de noduri B.

Definitie

Se numeste graf bipartit complet, un graf bipartit cu proprietatea ca pentru orice nod x din A
si orice nod y din B, exista muchia [x, y].

Exemple
Fie graful G=(X,U). Graf bipartit: Graf bipartit complet:
n=6 - numarul de noduri 1 , 1 ,
X={1, 2, 3, 4, 5, 6}
A={1, 3, 6} 3 4 3 4
B={2, 4, 5} 6 6

5 5

30
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Grafuri neorientate

9. Conexitatea qgrafurilor

Graf conex
Definitie

Un graf G se numeste conex daca pentru orice pereche de noduri (x,y) CuU x#y, exista un
lant de la x la v.

Definitie
Se numeste componenta conexa C a grafului G, un subgraf conex al lui G, care este

maximal in raport cu aceasta proprietate. Cu alte cuvinte nu exista niciun lant al lui G care
sa uneasca un nod din C cu un nod care nu apartine lui C.

Un graf conex are o singura componenta conexa, care cuprinde toate nodurile grafului.

Teorema
Numarul minim de muchii necesar ca un graf neorientat, cu n noduri, sa fie conex este n-1.

Un graf neorientat conex cu n noduri si n-1 muchii este aciclic (nu contine cicluri).
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Exemple

Fie graful G=(X,U).

n - numarul de noduri
m - numarul de muchii

1. Graf conex:
n=7, m=7

Grafuri neorientate

2. Graf neconex (are 2 componente conexe):
n=7, m=6

e

3. Graf conex:
n=1, m=0

-4 Colegiul National “Petru Rares” Suceava
prof. Marius UDUDEC

4. Graf neconex (are 4 componente conexe):
n=7, m=3

1 5
2 O\O/O Os
4
o)
3 7
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Grafuri neorientate
10. Parcurgerea grafurilor

Parcurgerea unui graf inseamna vizitarea nodurilor sale intr-o anumita ordine, trecandu-se
de la un nod i (nodul curent) la nodurile vecine lui, in vederea prelucrarii informatiilor

asociate nodurilor.
Exista doua metode de parcurgere a grafurilor:

» metoda de parcurgere “in latime” (BF — Breadth First);
* metoda de parcurgere “in adancime” (DF — Depth First).
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Grafuri neorientate
a. Metoda de parcurgere “in latime” (BF — Breadth First)

Se viziteaza mai intai un nod initial i, apoi vecinii acestuia, apoi vecinii nevizitati ai acestora,
si asa mai departe pana cand se parcurg toate nodurile grafului.

Exemple:

Fie graful G=(X,U).

n=6 - numarul de noduri 2
m=8 - numarul de muchii 6

Parcurge ' Iétime 5
- 1,2, 3,

Observatie: vecinii unui nod pot fi vizitati in orice ordine.
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Grafuri neorientate
b. Metoda de parcurgere “in adancime” (DF — Depth First)

Se viziteaza mai intdi un nod initial i, dupa care se parcurge unul dintre vecinii sai
nevizitati, de exemplu j, dupa care se trece la altvecin nevizitat al lui j, si asa mai
departe pana cand se parcurge in adancime ramura respectiva. Cand s-a ajuns la capatul
ei, se revine la nodul din care s-a plecat ultima data si se parcurge urmatorul vecin nevizitat.

Exemple:

Fie graful G=(X,U).

n=6 - numarul de noduri 2
m=8 - numarul de muchii 6

adancime: 5

Par
1,
2,,
3,
4
5
6

urgeri i
, 3, 4,
3,4
, 2,4
1,2
3,1
1,2

oo.bool—\l—\m"’

in
5,6
5,6
5,6
6,5
2,6
4,5

Observatie: vecinii unui nod pot fi vizitati in orice ordine.
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lll. Grafuri orientate
l1l. Grafuri orientate

1. Terminologie

Definitie
Se numeste graf orientat (digraf), notat G=(X,U), o pereche ordonata de multimi (X,U),
unde:

- X este 0 multime finita si nevida de elemente numite varfuri
- U este o multime de perechi ordonate din multimea X, numite arce.

« numim varfuri adiacente orice pereche de varfuri care formeaza un arc (x,y)€U sau
(y,x)€EU;

- fiecare din cele doua varfuri (x sau y) este varfincident cu arcul u,=(x,y) Sau cu
arcul u,=(y, x);

« varfurile x si y se numesc extremitatile arcului (x, vy);

« varful x este extremitatea initiala a arcului (x, y);

« varful y este extremitatea finala a arcului (x, y);

- se numesc arce incidente doua arce u; i u; care au o extremitate comuna, varful x;

» se numeste succesor al varfului x orice varf la care ajunge arcul care iese din varful x;

» se numeste predecesor al varfului x orice varf de la care intra un arc in varful x;

» mulfimea succesorilor varfului x, notata I'* (x) este formata din multimea varfurilor la care
ajung arcele care ies din varful x;

« multimea predecesorilor varfului x , notata I'- (x) este formata din mulfimea varfurilor la
care ajung arcele care intra in varful x;
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Grafuri orientate

* mulfimea arcelor care ies din varful x, notata o*(x) este formata din arcele care au

extremitatea initiala in varful x;
* mulfimea arcelor care intra in varful x, notata o (x) este formata din arcele care au

extremitatea finala in varful x;

varful x al grafului G (extremitatea initiald a arcului) arcul uy=(x,y) a grafului G

varful y al grafului G (extremitatea finalda a arcului)

37
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Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n="7 - numarul de varfuri (ordinul grafului G)

m=6 - numarul de arce

X={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} -multimea varfurilor

U:{U11U21U31U41U151U6}:{ (2,1),((2,3),((3,1),(3,4), (6,5),

arcelor

u, 7
2 1 O 6
Us
Y2 Ug Us
5
3
Uy
4

- varful 3 este adiacent cu varfurile 1, 2 si 4;
- varful 3 este varf incident cu arcele u,, u,, us Si ug;

- varful 3 este extremitatea initiala a arcelor u; si u,;

- varful 3 este extremitatea finala a arcelor u, si ug;

- arcele u; si u, sunt incidente deoarece au un varf comun, varful 2;
- multimea succesorilor varfului 3 are forma: I'* (3)={1,4};

- multimea predecesorilor varfului 1 are forma: I'™ (x) ={2, 3};

- multimea arcelor care ies din varful 3 are forma: o* (3)={u,, u,};

- multimea arcelor care intra in varful 1 are forma: o= (3)={u;, us};

Colegiul National “Petru Rares” Suceava

Grafuri orientate

(1,3)} -multimea
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Grafuri orientate
Teorema

Intr-un graf G=(X,U) cu n varfuri, numarul total de grafuri orientate care se pot forma cu
aceste vézrfuri este g:

g= 4Cn
sau n-(n=1

Exemplu
Fie graful G= (X, U).
n=2 - numarul de varfuri

Numarul total de grafuri orientate care se pot forma cu 2 varfuri este:

n-(n-1) 2:(2-1)

g=4 2 =4 2 =4

1 2 3 4
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Grafuri orientate

2. Gradul unui varf

Gradul unui varf este caracterizat prin gradul intern si gradul extern.

Definitie
Gradul intern al unui varf x, al grafului G este egal cu numarul arcelor care intra in varful
x, SI Se noteaza cu d- (x,).

Definitie
Gradul extern al unui varf x, al grafului G este egal cu numarul arcelor care ies din varful
x, SI senoteaza cu d* (x,).

* se numeste varf terminal un varf care are suma gradelor egala cu 1 (este incident cu un
singur arc);
* se numeste varf izolat un varf care are suma gradelor egala cu 0 (nu este adiacent cu

niciun alt varf al grafului); d-(1)=2 dr(1)=1
U 7 d-(2)=0 dr(2)=2
Exemplu 2 T O R d-(3)=2 d+ (3) =2
Fie graful G= (X, U). us d-(4)=1 d* (4)=0
n=7 - numarul de varfuri Uz ug s d-(5)=1 d+ (5)=0
m=6 - numarul de arce ) d- (6) =0 d+(6)=1
T d-(7)=0 d* (7) =0
* varfuri terminale: 4, 5 si 6

varfuri izolate: 7

Colegiul National “Petru Rares” Suceava

prof. Marius UDUDEC D ]



Grafuri orientate

Teorema

intr-un graf G=(X,U) cu n varfuri si m arce, suma gradelor interne ale tuturor varfurilor
este egala cu suma gradelor externe ale tuturor varfurilor si cu numarul de arce:

D (x)=2d"(¢)=m

Exemplu

Fie graful G=(X,U).

n=7 - numarul de varfuri
m=6 - numarul de arce

d-(1)=2 dr(1)=1
u, 7 d-(2)=0 dr(2)=2
2 N O IR d-(3)=2 d* (3) =2
us d-(4)=1 d* (4) =0
. U us d-(5)=1 d* (5)=0
d d-(6)=0 d+(6)=1
"™ d- (7) =0 d* (7) =0
4 d-(1)+d (2)+d (3) +d~ (4) +d~ (5) +d~(6) +d~ (7) =
=d* (1) +d* (2) +d* (3) +d* (4) +d* (5) +d* (6) +d* (7) =6

suma gradelor interne = 6
suma gradelor externe = 6

+ ¥ Colegiul National “Petru Rares” Suceava
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Grafuri orientate

3. Notiunile de lant, drum si circuit

Definitie

Se numeste lant intr-un graf G, o succesiune de varfuri care au proprietatea ca, oricare ar
fi doua varfuri succesive, ele sunt adiacente si nu respecta sensul sagetilor.

» la definirea unui lant nu se tine cont de orientarea arcelor;

* lungimea lantului reprezinta numarul de arce din care este format lantul;

 extremitatile unui lant sunt formate din varful cu care incepe si varf cu care se termina
lantul,

 se numeste lant elementar un lant care contine numai varfuri distincte doua cate doua;
» se numeste lant neelementar un lant care contine varfuri care se repeta;

* se numeste lant simplu un lant care contine numai arce distincte doua cate doua;

* se numeste lant compus un lan{ care contine arce care se repeta; u, 7
2 1 O 6
Exemplu us
Fie graful G= (X, U). U, g us
n=7 - numarul de varfuri /
m=6 - humarul de arce 3 u4
L,=(1,2,3,4) —lantelementar, de lungime 3, cu extremitatile 1 si 4 4
L,=(4,3,1,2,3) —lantneelementar de lungime 4, cu extremitatile 4 si 3
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Grafuri orientate
Definitie
Se numeste drum intr-un graf G, o succesiune de varfuri care au proprietatea ca, oricare
ar fi doua varfuri succesive, ele sunt adiacente si respecta sensul sagetilor.

* lungimea drumului reprezinta numarul de arce din care este format drumul;

« extremitatile unui drum sunt formate din varful cu care incepe drumul si varful cu care se
termina drumul;

* se numeste drum elementar un drum care contfine numai varfuri distincte doua cate dou3;

* se numeste drum neelementar un drum care contine varfuri care se repeta;

» se numeste drum simplu un drum care contine numai arce distincte doua cate doug,;

* se numeste drum compus un drum care contine arce care se repets;

* pentru reprezentare se utilizeaza o matrice d cu n linii $i n coloane in care fiecare
elementd[i] [J] este definit astfel:

U 7

1, daca exista drum de la varful 1 la varful
ALl = { ; f b 1 . 0 .
0, In caz contrar s
Exemplu 6 -
Fie graful G= (X, U). - 5
n=7 - numarul de varfuri o

m=6 - numérul de arce

1=(2,3,4) —drum elementar, de lungime 2, cu extremitatile 2 si 4
=(3,1) —drum elementar de lungime 1, cu extremitatile 3 si 1
(2 1,3,1) —drum neelementar, de lungime 3, cu extremitatile 2 si 1
(2,3,1,3,4) —drum neelementar, de lungime 4, cu extremitatile 2 si 4
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Grafuri orientate
Definitie
Se numeste circuit intr-un graf G, un drum care are toate arcele distincte doua cate doua
si extremitatile coincid.

* lungimea circuitului reprezinta numarul de arce din care este format circuitul;

* Se numeste circuit elementar un circuit care contine numai varfuri distincte doua cate doua,
cu exceptia extremitatilor circuitului;

* Se numeste circuit neelementar un circuit care contine varfuri care se repeta, cu exceptia
extremitatilor circuitului;

Exemplu

Fie graful G= (X, U). = 07

n=7 - numdrul de varfuri ‘o : 6
m=6 - numdrul de arce N /) |

Ug
4

C=(1,3,1) - circuit elementar de lungime 2

{5 R B 44
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Grafuri orientate
4. Reprezentarea grafurilor

Printre modurile de reprezentare a unui graf se numara:
* matricea de adiacenta;

* lista de adiacent3;

* lista arcelor;

* matricea costurilor.
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Colegiul National “Petru Rares” Suceava

prof. Marius UDUDEC D ]



Grafuri orientate

a. Reprezentare prin matricea de adiacenta

Matricea de adiacenta a unui graf cu n varfuri este o matrice patratica binara de ordinul n,
ale carei elemete a; ; sunt definite astfel:

1, daca exista arc de la varful i la varful |

a . . N . A .
"I 10, daca nu exista arc de la varful ila varful |

Proprietatile matricei de adiacenta:
 elementele de pe diagonala principala au valoarea 0O;
* matricea de adiacena nu este simetrica fata de diagonala principala.

Informatii obtinute din matricea de adiacenta:
* suma elementelor matricei de adiacenta este egal cu numarul de arce (m);

» gradul extern al unui varf i este egal cu suma elementelor de pe linia 1 a matricei;

» gradul intern al unui varf i este egal cu suma elementelor de pe coloana i a matricei;

» succesorii varfului i sunt varfurile j pentru care elementele de pe linia i sunt egale cu 1;

* predecesorii varfului 1 sunt varfurile 5 pentru care elementele de pe coloana i sunt egale
cu 1;

« varfurile adiacente varfului i sunt varfurile j pentru care elementele din linia i sau coloana
i suntegale cu 1;

« numarul de vecini ai varfului i este egal cu numarul de varfuri adiacente varfului i;

« arcul (i,73) a grafului reprezinta un element al matricei de adiacenta care

indeplineste conditia: a[1] [j]=1.
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Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n=7 - numarul de varfuri
m=6 - numarul de arce

Us

Uy

Matricea de adiacenta asociata grafului dat este:

IN
O O] O O | P Ol
O O] O O] O O] O|N
Ol O] O O] O | FPlw
Ol O] O O | o O~
Ol B O O] O] O O|lwu
Ol O] O O] O] o O|lo
O] O O] o o o O

4 Colegiul National “Petru Rares” Suceava
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Grafuri orientate
b. Reprezentare prin lista de adiacenta (lista succesorilor)

Lista de adiacenta este formata din listele L, (i=1,n) care contin toti vecinii unui varf x
la care se poate ajunge direct din %, {inand cont de sensul arcului.

« lista L; a vecinilor unui varf x al unui graf este formata din varfurile y adiacente varfului x;

Uy 7
Exemplu 2 N © By
Fie graful G= (X, U) . us
n=7 - numarul de varfuri U ug g

m=6 - numarul de arce
3

Lista de adiacenta asociata grafului dat este: TN

Varf Lista de adiacenta
1 3
2 1, 3
3 1, 4
4 —
5 —
6 5
7 —

J Colegiul National “Petru Rares” Suceava e
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Grafuri orientate

c. Reprezentare prin lista arcelor
Lista arcelor este formata din m elemente care confin, fiecare, cate o pereche de doua
varfuri, x; si x;, care formeaza un arc, adica pentru care (x;,x;) €U.

Implementarea listelor arcelor se face folosind una dintre urmatoarele structuri de date:
* matricea arcelor;
« vectorul arcelor.

Matricea arcelor este o matrice cu m linii si 2 coloane, in care fiecare linie corespunde unui

arc.
u; 7

Exemplu 2 1 O 6

Fie graful G= (X, U). us

n=7 - numarul de varfuri " Ue us

m=6 - numarul de arce d

Uy

Matricea arcelor asociata grafului dat este:

w
] o Wl Wl DN N -
Wl O] | | Wl PN
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Grafuri orientate

Vectorul arcelor este o structura (inregistrare) cu doua campuri x si y ce contin etichetele

varfurilor care se gasesc la extremitatile arcului.

struct arc
{

int x,vy;
tu[<m>];

Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n=7 - numarul de varfuri
m=6 - numarul de arce

Vectorul arcelor asociat grafului dat este:

Colegiul National “Petru Rares” Suceava
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d. Reprezentare prin matricea costurilor

Matricea costurilor unui graf cu n varfuri este o matrice patratica de ordinul n, ale carei
elemente a; ; sunt definite astfel:

c, daca exista arcul (i,j) cu costul ¢ >0, i#]
a;; =40, daca i=j
t+oo, daca nu exista arcul (i,J), 1# ]

Exista doua forme de reprezentare a matricei costurilor:
« matricea costurilor minime — pentru a determina valoarea minima a functiei de cost (+);

» matricea costurilor maxime — pentru a determina valoarea maxima a functiei de cost (-);
Uy

O
Exemplu 6 1 2 4 5 6 7
Fie graful G= (X, U) . ’ / O T=]5 [+=]= =]+
n=7 - numarul de varfuri
o 5 0 3 oo | oo | 4o [ oo
m=6 - numarul de arce > 2
si costurile: S a o6 [+=]+]+
Ul:5, U2:3, U3=4, U.4:6, U5:2, U6:5 4 +oo | 4o | 4o 0 +oo | 4o | 4o
g |t e | e |t 0 too | 4o
Matricea costurilor minime asociata grafului dat este: ol Tttt 2| O |t
S| e [ A | e | A | e | A 0
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Grafuri orientate
5. Graf ponderat

Definitie
Se numeste graf ponderat un graf in cadrul caruia fiecaruarui arc ii este asociat o valoare.

Un graf ponderat poarta denumirea si de graf valoric sau graf cu costuri.

Valoarea asociata arcului are semnificatia de “cost” al legaturii intre cele doua varfuri, sau
de “distanta” intre cele doua varfuri.

Un graf ponderat poate fi reprezentat utilizand matricea costurilor.

Exemplu

Fie graful G=(X,U).

n=7 - numarul de varfuri
m=6 - numarul de arce

si costurile:
u,=5, u,=3, usz=4, u,=6, us=2, Ug=>5

Graf ponderat:
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Grafuri orientate
6. Graf partial

Definitie
Fie graful G=(X,U) si multimea VcU. Graful G,=(X,V) se numeste graf parial al grafului G.

Un graf partial al grafului G este chiar graful G sau se obtine din G pastrand toate varfurile si
eliminand niste arce.

Teorema
Numarul de grafuri partiale ale unui graf cu m arce este egal cu 2™,

Exemplu 2 - o
Fie graful G= (X, U). ) ! 6
n=7 - numarul de varfuri u@ j
m=6 - numarul de arce 5
3 5
B 4

Prin eliminarea arcelor (2,1) si (3,1) se obtine graful partial:
G,= (X, V)

.

n=7 - numarul de varfuri ’ Q! O 6

m=4 - numarul de arce /

U, Ug Us
5
3
Uy
€ I‘l é 4 53
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Grafuri orientate
7. Subqgraf

Definitie
Fie graful G=(X,U). Graful G,=(Y,V) se numeste subgraf al grafului G daca YcX si arcele din
multimea V sunt toate arcele din mulfimea U care au ambele extremitati in mul{imea Y.

Un subgraf al grafului G este chiar graful G sau se obtine din G eliminand niste varfuri si
pastrand doar acele arce care au ambele extremitati in multimea varfurilor ramase.

Teorema
Numarul de subgrafuri ale unui graf cu n varfuri este egal cu 2"-1.

Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n=7 - numarul de varfuri
m=6 - numarul de arce

Prin eliminarea varfurilor 2 si 7 se obtine subgraful:
Gs=(Y,V)
n=5 - numarul de varfuri
m=4 - numarul de arce
{n%
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8. Tipuri speciale de grafuri

« graf complet;
« graf bipartit;
« graf turneu;

55
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Grafuri orientate

a. Graf complet

Definitie
Un graf cu n varfuri pentru care oricare doua varfuri sunt adiacente se numeste graf complet
cu n varfuri si se noteaza k..

Se pot construi mai multe grafuri orientat complete, cu n varfuri, deoarece doua varfuri, x Si
y pot fi adiacente in trei situatii: exista arcul (x, y), exista arcul (y,x) sau exista arcele
(x,y) sl (x,v).

Teorema
Numarul de grafuri orientat complete care se pot construi cu n varfuri este:
2
nk - 3Cn
Exemplu:
Fie graful G=(X,U). Graf complet:
n=4 - numarul de varfuri 1

m=6 - numarul de arce

Numarul de grafuri complete
cu 4 varfuri este: 3

2
n, =3% =3° =729
I ) I
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Grafuri orientate
b. Graf bipartit

Definitie
Graful G=(X,U) se numeste graf bipartit daca exista doua multimi nevide de varfuri A si B

care au urmatoarele proprietati:

- AUB=X

- ANB=Y

- orice arc din multimea U are o extremitate in multimea de varfuri A si cealalta extremitate
in multimea de varfuri B.

Definitie
Se numeste graf bipartit complet, un graf bipartit cu proprietatea ca pentru orice varf x din A
si orice varf y din B, exista un arc format din cele doua véarfuri care apartin multimii U.

Pentru un graf orientat bipartit complet fiecare varf din A trebuie sa fie fie legat cu cel putin
un arc de fiecare varf din multimea B.

Exemple

Fie graful G=(X,U). _ Graf bipartit: Graf bipartit complet:
n=4 - numarul de varfuri .

X={1,2,3,4) 2 1 2
A={1, 3}

B={2 , 4} 3

4 3 4
I ) I
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Grafuri orientate
c. Graf turneu:

Definitie
Un graf orientat in care, intre oricare doua varfuri exista un singur arc si numai unul, se
numeste graf turneu.

« arcul dintre doua varfuri poate avea oricare dintre cele doua orientari;
« graful turneu este un graf complet;

Exemple: Graf turneu:
Fie graful G=(X,U). 1 5

n=5 — numarul de varfuri
m=10 — numarul de arce
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9. Conexitatea qgrafurilor

Graf conex
Definitie

Un graf G se numeste conex daca pentru orice pereche de varfuri (x, y) cu x#y, exista un
lant de la x la v.

Definitie
Se numeste componenta conexa C a grafului G, un subgraf conex al lui G, care este

maximal in raport cu aceasta proprietate. Cu alte cuvinte nu exista niciun lant al lui G care
sa uneasca un varf din C cu un varf care nu apartine lui C.

Un graf conex are o singura componenta conexa, care cuprinde toate varfurile grafului.
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Exemple

Fie graful G=(X,U).

n - numarul de varfuri
m - humarul de arce

1. Graf conex:
n=7, m=7

3. Graf conex:
n=1, m=0

Colegiul National “Petru Rares” Suceava
prof. Marius UDUDEC

Grafuri orientate

2. Graful nu este conex
(are 2 componente conexe)'
n=7, m=adl

(R,

4. Graful nu este conex
(are 4 componente conexe):
n=7, m=3

- O
2 {0\9 o
\o o)
3
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Grafuri orientate
Graf tare conex
Definitie

Un graf orientat G se numeste graf tare conex daca are proprietatea ca, pentru orice
pereche de varfuri distincte, exista un drum care sa le lege.

Definitie:

Se numeste componenta tare conexa a unui graf G un subgfraf tare conex C=(Y,V) al sau,

maximal in raport cu aceasta proprietate (contine numarul maxim de varfuri din G care au
proprietatea ca sunt legate printr-un drum).
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Grafuri orientate

Exemple

Fie graful G=(X,U).

n - numarul de varfuri
m - humarul de arce

1. Graf tare conex: 2. Graful nu este tare conex
n=7, m=10 (are 2 componente tare conexe):
1 5 n=7, m=9
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Grafuri orientate
10. Parcurgerea grafurilor

Parcurgerea unui graf inseamna vizitarea varfurilor sale intr-o anumita ordine, trecandu-se
de la un varf i (varful curent) la varfurile vecine lui, in vederea prelucrarii informatiilor

asociate varfurilor.
Exista doua metode de parcurgere a grafurilor:

» metoda de parcurgere “in latime” (BF — Breadth First);
» metoda de parcurgere “in adancime” (DF — Depth First).
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Grafuri orientate
a. Metoda de parcurgere “in latime” (BF — Breadth First)

Se viziteaza mai intai un varf initia 1, apoi vecinii acestuia, apoi vecinii nevizitafi ai acestora,
si asa mai departe pana cand se parcurg toate varfurile grafului.

Exemple: . /

Fie graful G=(X,U). 0
n=7 - numarul de varfuri

m=7 - numarul de arce

Parcurgeri in latime:
«1,3,7,4
«2,1,3,7,4
«3,1,4,7
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Grafuri orientate
b. Metoda de parcurgere “in adancime” (DF — Depth First)

Se viziteaza mai intai un varf initia i, dupa care se percurge unul dintre vecinii sai
nevizitati, de exemplu j, dupa care se trece la altvecin nevizitat al lui j, si asa mai
departe pana cand se parcurge in adancime ramura respectiva. Cand s-a ajuns la capatul
ei, se revine la varful din care s-a plecat ultima data si se parcurge alt vecin nevizitat.

Exemple: 7

Fie graful G=(X,U). 2 6
n=7 - numarul de varfuri

m=7 - numarul de arce

Parcurgeri in adancime:
°1,3,4,7 ’
©2,1,3,4,7

*3,1,7,4
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V. Arbori
IV. Arbori

1. Terminologie

Definitie
Se numeste arbore, un graf neorientat conex si fara cicluri.

Teorema

Fie G un graf neorientat cu n noduri. G este arbore daca si numai daca are n-1 muchii si
nu contine cicluri.

Definitie

Se numeste arbore cu radacina, un arbore in care exista un nod privilegiat humit nod
radacina.

Definitie

Se numeste arborescenta sau structura arborescenta, un arbore cu radacina, in care s-a
stabilit nodul radacina.

* radacina arborelui este un nod in care nu intra nicio muchie;

* cu exceptia radacinii, fiecare nod are propietatea ca in el intra o singura muchie; acesta
leaga nodul respectiv de un alt nod numit predecesor direct sau parinte;

« dintr-un nod pot iesi una sau mai multe muchii; fiecare astfel de muchie leaga nodul
respectiv de un alt nod numit succesor direct sau fiu;

* nodurile arborelului sunt organizate pe nivele, primul nivel fiind ocupat de nodul radacina;
 nodurile care se caracterizeaza prin faptul ca nu au niciun fiu se numesc noduri terminale
sau frunze;

sy, NOdurile pot contine o asa-numita informatie utila (de orice tip), numita si cheia nodului;
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V. Arbori

Exemplu

Fie graful G= (X, U).

n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii

X={1,2,3,4,5,06,7}
U={(1,2),(1,7),(2,3),(2,5),(2,0),(3,4)}

7 Nivel O

1

2 —Qs Nivel 1
L <
\o 5 B EIE/e_l_Z _____
EN o YR e
Nivel 3

~~ 0 wwes

4

Graful G este arbore cu radacina pentru ca are o singura componenta conexa si este aciclic.

Orice nod al grafului poate fi considerat nod radacina.

Construirea arborelui avand ca radacina nodul 1:

 radacina arborelui este nodul 1;

 ascendentii nodului 3 sunt nodurile 1 si 2;

« ascendentul direct (predecesor) al nodului 3 este nodul 2;

» descendentii nodului 2 sunt nodurile 3, 4, 5 si 6;

« descendentii directi (succesor) ai nodului 2 sunt nodurile 3, 5 si 6;
» nodurile terminale (frunze) sunt: 4, 5, 6 si 7;
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IV. Arbori

2. Reprezentarea arborilor cu radacina

Metode de reprezentare a arborilor cu radacina:

* matrice de adiacenta;

» lista de adiacenta;

» referinfe descendente — legatura de tip tata (vectorul de tatj);

+ referinfe ascendente — legatura de tip parinte nod terminal (vectori pentru noduri
terminale gi parinti).
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a. Reprezentare prin matricea de adiacenta

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii 3 5 6

4

Matricea de adiacenta asociata arborelului cu radacina este:

4 6 7

I
] O] O O] O | Ok
S|l ] P O ] O N
Ol O O ) O P O|lw
ol O] O Of | O O
ol O] O Oof o] | Of|w;m
ol O] O Oof o] ~| O
Ol O] o o] o o] =
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Arbori

b. Reprezentare prin lista de adiacenta

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii 3 5 6

Lista de adiacenta asociata grafului dat este:

Nod | Lista de adiacenta

| o O] ] Wl N
RN DN W N DN
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Arbori
c. Reprezentare prin referinte descendente

Legatura de tip tata — se utilizeaza un vector t cu n componente, definit astfel:
t [1]= eticheta parintelui nodului i

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de varfuri

m=6 - numarul de muchii 3 5 6

Legatura de tip tata (vectorul de tati):
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ArboFi

d. Reprezentare prin referinfe ascendente

Legatura de tip parinte nod terminal — se utilizeaza doi vectori cu n-1 componente,
definiti astfel:

t [1]= nodul terminal cu valoarea cea mai mica

pt [1]= parintele nodului terminal t [i]

Construirea vectorilor:
Pasul 1: Pentru fiecare indice i dela 1 la n-1 executa:

Pasul 2: se cauta nodul terminal cu eticheta cea mai mica

Pasul 3: se atribuie aceasta eticheta lui t [1]

Pasul 4: se atribuie luipt [i] eticheta nodului parinte al nodului terminal t [1]
Pasul 5: se elimina din arbore nodul terminal t [1i]

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de varfuri

m=6 - numarul de muchii 3 5 6

Legatura de tip tata (vectorul de tati): 4

pt | 3| 2| 2|2 |1]|7
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Arbori
3. Arbori binari

Definitie
Se numeste arbore binar, un arbore cu proprietatea ca fiecare nod, cu exceptia nodurilor
terminale, are cel mult doi descendenti directi.

* intr-un arbore binar, cei doi succesori ai unui nod (daca exista), se numesc succesorul
stang sau subarborele stang respectiv succesorul drept sau subarborele drept;

* numarul de niveluri, mai putin cel al radacinii, ocupate de nodurile arborelului, se numegte
adancimea arborelului binar (lungimea celui mai lung lant care porneste din radacina);
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Exemple

Arbore binar:
1

sQ 6

« arborii de mai jos sunt distinciti:

Colegiul National “Petru Rares” Suceava
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Arbori

4. Reprezentarea arborilor binari

Metode de reprezentare a arborilor cu radacina:

* matrice de adiacenta;

» lista de adiacenta;

» referinie descendente — legatura de tip tata;

* vectori pentru succesor stang si succesor drept.
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a. Reprezentare prin referinte descendente

Legatura de tip tata — se utilizeaza un vector t cu n componente, definit astfel:
t [1]= eticheta parintelui nodului i

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat. 5 .
n=7 - numarul de varfuri

m=6 - numarul de muchii > S

Legatura de tip tata (vectorul de tatj):

t 0 1 2 2 3 4 1

1 2 3 4 5 6 7
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Arbori

b. Reprezentare prin vectori pentru succesor stang si succesor drept

Se utilizeaza doi vectori cu n componente fiecare, definiti astfel:
{j, dacg ] este succesor sting al nodului i
st[i]=

0, dacg hodul i nu are succesor sting

_ j, daca ] este succesor drept al nodului i
dr[i]= 5 .
0, dacg nodul i nu are succesor drept

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat. 2 7
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii > S

Legatura de tip tata (vectorul de tatj):

st 2 3 5 0 0 0 0

dr 7 4 0 6 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7
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Arbori

5. Parcurgerea arborilor binari

Metode de parcurgere a arborilor binari:

« parcurgerea in latime (la fel ca la grafuri)

« parcurgerea in adancime (specific arborilor binari):
o parcurgerea in preordine
o parcurgerea in inordine
o parcurgerea in postordine
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Arbori

a. parcurgerea in preordine — RSD
* se prelucreaza radacina, subarborele stand, subarborele drept;

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de varfuri

m=6 - numarul de muchii

RSD: 1, 2,3,5,4,6, 7
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Arbori

b. parcurgerea ininordine — SRD
* se prelucreaza subarborele stang, radacina, subarborele drept;

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii

SRD:5,3,2,4,6,1,7
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Arbori

C. parcurgerea in postordine — SDR
« se prelucreaza subarborele standg, radacina, subarborele drept;

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii

SDR:5,3,6,4,2,7,1
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Arbori

6. Tipuri speciale de arbori binari

 arbore binar complet
 arbore binar de cautare
* heap-uri
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Arbori
a. arbore binar complet
Definifie
Un arbore binar cu proprietatea ca toate nodurile terminale sunt pe acelagi nivel, se

numeste arbore binar complet.

 un arbore binar complet are un numar impar de noduri;

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii

1
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ArboFi

Reprezentarea secventiala a arborelului binar complet:

Se numeroteaza nodurile unui arbore binar complet incepand cu 1 de la radacina si se

continua pe niveluri, de la stanga la dreapta.
Tinand cont de aceasta numerotare, se observa ca intre nodurile arborelui exista urmatoarele

relatii implicite:
X
—, daca x>1
tata(x):{ 2 4
nu exista daca x=1
2X, daca 2x <n

fiu stang(x) = )
9(x) { nu exista daca 2x>n

2x+1 daca 2x+1<n

fiu drept(x) =1 nu exista daca 2x+1>n

Datorita existentei acestor relatii, pentru a reprezenta un arbore binar complet este suficient

sa se retina intr-un vector informatiile asociate nodurilor.
Aceasta reprezentare, denumita secvenfiala, este optima din punctul de vedere al

complexitatii spatiu.
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ArboFi

b. arbore binar de cautare

Definifie
Se numeste arbore binar de cautare un arbore binar care are proprietatea ca, pentru

fiecare nod, cheia din succesorul stang este mai mica decat cheia din nod, iar cheia din
succesorul drept este mai mare decat cheia din nod.

* se numeste cheia unui nod campul de informatie util{a a nodului care poate fi folosit pentru
a identifica unic nodurile arborelui;
« intr-un arbore binar de cautare nu exista doua noduri cu aceeasi valoare a cheii;

Exemplu:

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii
12

17 5

21 16 20 19
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Arbori

Operatii specifice arborilor binari de cautare:

* inserare nod
» stergere nod
e cautare element
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ArboFi

c. Heap-uri

Definifie
Se numeste Heap sau ansamblu Heap un arbore binar care indeplineste urmatoarele
conditii:
1. este un arbore aporape complet;
2. 1n orice pereche de noduri tata-fiu cheile sunt intr-o relatie de ordine prestabilita.

« ansamblul Heap se numeste si arbore de selectie sau arbore partial ordonat;

« un ansamblu Heap maxim este un ansamblu Heap in care cheia parintelui este mai mare
sau egala cu cheia fiului;

« un ansamblu Heap maxim este un ansamblu Heap in care cheia parintelui este mai mica
sau egala cu cheia fiului;

« intr-un ansamblu Heap pot exista chei cu aceeasi valoare;

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - numarul de muchii

87

Colegiul National “Petru Rares” Suceava

prof. Marius UDUDEC D ]



Arbori
Reprezentarea secvenfiala a ansamblului Heap:

« varfurile sunt numerotate in ordinea nivelelor iar, pe fiecare nivel numerotarea se face de

la stdnga la dreapta
* informatiile relative la arbore se deduc in urmatoarele moduri:
([i/2], daca i>2

tata[i] =4 e o
lnu exista, daca i=1

. 1*2, daca i*2<n
st[i]= L .
nu exista, daca 1*2>n

dr[i]= 1*2+1 daca 1*2+1<n
" |nu existg, dacd i*2>n

Exemplu

Fie arborele cu radacina alaturat.
n=7 - numarul de noduri

m=6 - humarul de muchii
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Arbori

Operatii specifice ansamblurilor Heap:

* inserare nod
» extragerea nodului cu cheie maxima/minima
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Arbori
7. Arbore partial

Definitie
Se numeste arbore partial al unui graf G un graf partial al unui graf G care este arbore.

Teorema
Un graf G contine un arbore partial daca si nuami daca este un graf conex.

Exemplu

Fie graful G=(X,U)

n=7 — numarul de noduri
m=11 — numarul de muchii

2 4 5 2 4 5
| 0O
oam——(
3 6 3 6
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ArboFi
8. Arbore partial de cost minim

Definitie
Se numeste graf partial de cost minim al unui graf G conex, cu functia de cost c, un graf
partial conex H care are costul minim.

Teorema

Graful partia partial de cost minim al unui graf conex G, cu functia de cost c, este un
arbore.

Definitie
Arborele care este un graf partial de cost minim al grafului conex G, cu functia de cost c,
se numeste arbore partial de cost minim.

« costul grafului este suma costurilor

Exemplu
Fie graful G= (X, U)
n=7 — numarul de noduri

m=11 — numarul de muchii

N
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N
f
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Aplicatii

Fise de lucru
« Intrebari grafuri
* Aplicatii grafuri
« Intrebari arbori
* Aplicatii arbori
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